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Подано гармонічну модель бі-періодично нестаціонарного випадкового процесу для опи-
су вібраційних сигналів складних механічних систем. Методи, засновані на періодично 
та бі-періодично нестаціонарних випадкових процесах (ПНВП та БПНВП), можна засто-
совувати для аналізу вібраційних коливань вузлів обертових механізмів. Встановлено, 
що методом найменших квадратів, який використовують для виявлення прихованих 
періодичностей першого та другого порядків, можна оцінити біритмічні властивості віб-
раційного сигналу, який моделюють за допомогою БПНВП. Отримано вирази для мате-
матичного сподівання та кореляційної функції у вигляді суперпозиції гармонік з комбі-
наційними частотами. 

Ключові слова: бі-періодично нестаціонарний випадковий процес, математичне споді-
вання, кореляційна функція, комбінаційні частоти, оцінки базових частот. 
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A harmonic model of a bi-periodic non-stationary random process is presented for describing 
complex vibration signals. Methods based on periodic and bi-periodic non-stationary random 
processes (PNSP and BPNSP) can be applied to analyze vibration oscillations of rotating 
mechanism assemblies. It is shown that the use of the least mean square (LSM) methods for 
detecting hidden first and second order periodicities allows estimating the bi-rhythmic proper-
ties of a vibration signal modeled using BPNSP. Expressions for the mean function and corre-
lation function are obtained by superposing harmonics with combination frequencies. It is 
shown, that only the exact correspondence of the data analysis methods to the oscillation model 
ensures the reliability of the obtained results and is the basis for their correct interpretation. 
Using DFT, STFT and WT, researchers suppose that time series under investigation are seg-
ments of some deterministic oscillations, and when supplying WCD or WVD for analyzing 
signals – as realizations of the stochastic processes. WCD describes the power spectral density 
of a stationary random process, while WVD characterizes the properties of the instantaneous 
spectral density for a non-stationary random process. The periodogram analysis method was 
proposed by Schuster as a way to search for periodic signals observed against the background  
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of stochastic oscillations. Hilbert transform can be used to analyze both deterministic and sto-
chastic modulations.In opposite to these, vibrations of machines consisting of several rotating 
units have a complex polyrhythmic structure, which is primarily caused by different speeds of 
rotation of individual elements. In the general case, these oscillations can be described by poly-
periodically nonstationary random processes, which belong to the class of almost periodically 
nonstationary processes. 

Keywords: bi-periodic non-stationary random process, mean, covariation function, combina-
tion frequencies, estimates of basic frequencies. 

Вступ. Аналіз вібраційних сигналів часто застосовують для діагностування 
машин та вузлів обертових механізмів Експериментальний часовий ряд відібра-
ного вібраційного сигналу можна обробляти за допомогою таких відомих мето-
дів: дискретного перетворення Фур’є (DFT), короткочасного перетворення Фур’є 
(STFT), вейвлет-перетворення (WT), розподілу Вінера–Хінчина (WCD) та розпо-
ділу Вігнера–Вілля (WVD), аналізу періодограм Шустера та перетворення Гіль-
берта (HT). Основні результати, отримані з їх допомогою, наведені в оглядових 
статтях [1–7]. Слід зауважити, що ці методи відображають різні моделі коливань 
і, як правило, їх відповідність реальним практичним сигналам не обговорюється. 

Однак лише точна відповідність методів аналізу даних та моделі коливань 
забезпечує достовірність результатів і є основою для їх коректної інтерпретації. 
Використовуючи методи DFT, STFT та WT, припускали, що часові ряди є сег-
ментами детермінованих коливань, тоді як з допомогою WCD або WVD аналізу-
вали їх як реалізації стохастичних процесів. WCD описує спектральну густину 
потужності стаціонарного випадкового процесу, а WVD характеризує властивос-
ті миттєвої спектральної густини для нестаціонарного випадкового процесу. Ме-
тод періодограмного аналізу запропонував Шустер [7] для пошуку періодичних 
сигналів, що спостерігаються на фоні стохастичних коливань. Методом HT мож-
на аналізувати детерміновані і стохастичні модуляції. 

Модель бі-періодично нестаціонарного випадкового процесу для аналізу 
вібраційних сигналів. Вібрації машин, що містять декілька обертових вузлів, 
мають складну поліритмічну структуру, спричинену різними швидкостями обер-
тання окремих елементів. Загалом ці коливання описують полі-періодично неста-
ціонарними випадковими процесами [8–14], які належать до класу майже періо-
дично нестаціонарних процесів [11]. У найпростішому випадку, коли взаємоді-
ють лише два незалежні ритми, отримуємо модель у вигляді бі-періодично неста-
ціонарного випадкового процесу (БПНВП) [15]. 

Ефективність методів, заснованих на циклостаціонарних випадкових проце-
сах, для моніторингу машин пояснюють їх здатністю виявляти модуляції через 
несправності. Модуляційні властивості в моделі ПНВП, яка описує стохастичну 
повторюваність з одним періодом, можна подати взаємостаціонарними випадко-
вими процесами в гармонічному вигляді: 

     1

2ik t
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k Z

t t e
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
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де 1P  – період обертання пошкодженого елемента. Припустимо, що деякий ін-
ший обертовий вузол механізму також пошкоджений, і його коливання описують 
ПНВП з періодом 2P . Подамо взаємодію між коливаннями різних елементів як 
модуляцію гармонік ПНВП з періодом 2P . Також вважатимемо, що кожна гармо-
ніка модульована по-різному, тобто 
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Підставляючи (1) у (2), отримуємо: 
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   , а  kl t  – взаємостаціонарні випадкові процеси. Отже, ви-

падковий процес у формулі (3) записано як суперпозицію амплітудно- та фазово-
модульованих гармонік, частоти яких є лінійними комбінаціями двох базових 
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    . Тоді математичне сподівання від (3) 

буде:  
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матимемо вираз 
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. Ввівши два нові індекси для 
сумування k p r   і l q s  , отримуємо такі вирази для кореляційної функції:  
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де 
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З формули (7) випливає, що кореляційна функція є бі-періодичною у часі, 
якщо модулюючі процеси  kl t  декількох різних порядків взаємокорельовані. 

Взаємокореляційні функції процесів  rs t  та  pq t , для яких p r k   та 

q s l  , формують кореляційні компоненти  klR  . Випадкові процеси, матема-
тичне сподівання та кореляційна функція яких змінюються бі-періодично у часі 
та подані рядами Фур’є (4) та (6), називають БПНВП [15]. 
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Нульовий кореляційний компонент  00R   визначають через автокореляцій-

ні функції      pq pq pqr t t    
 

 (символ “  ” означає комплексно спряжену 
величину) так: 
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Ця величина є усередненою за часом кореляційною функцією БПНВП, тобто 
кореляційною функцією її стаціонарного наближення. Її нульовий спектральний 
компонент 
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де функції    m
pqf   – спектральні густини потужності модулюючих процесів, 

тобто 
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Вони визначають спектральний склад БПНВП. Ненульові спектральні компо-
ненти 
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характеризують кореляції гармонік спектра, зміщених на величину kl . Ці коре-
ляції є результатом кореляцій модулюючих процесів у стохастичному ряду (3): 
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Зауважимо, що гармонічний ряд (3) є загальною формою простої моделі  
бі-періодичних змін сигналу у часі.  

З виразу (3) можна отримати сигнал як суму двох ПНВП. Якщо 
     0 0kl k lt t t   , де  0k t  та  0l t  є взаємонекорельованими процесами, 

та окремо взяті  0k t  і  0l t  різних порядків є взаємостаціонарними випадко-
вими процесами. Тоді 
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Якщо      0 0kl k lt t t   , отримуємо добуток двох ПНВП: 
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Можна також виділити інші моделі БПНВП, проте для кожного конкретного 
випадку приймають модель на основі аналізу експериментальних результатів. 
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Для оцінювання математичного сподівання та кореляційної функції БПНВП 
можна використати компонентний метод [15]. Тоді отримані оцінки мають 
вигляд тригонометричних поліномів: 
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, jh , j  – цілі числа, 1N  і 2N  – кількість гармонік, 
відповідно, математичного сподівання та кореляційної функції. 

Невідомі базові частоти можна визначити на основі адитивних періодичних 
компонентів для математичного сподівання та дисперсії: 
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N

c s
k k
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R t R k f t R k f t



      , (22) 

      
2

01 0 01 0 01
1

,0 0 cos 2 0 sin 2
N

c s
l l

l
R t R l f t R l f t



      . (23) 

Оцінки базової частоти знаходять як точки максимуму спеціальних функціо-
налів виду, подібного до когерентної або компонентної статистики [13–15], за 
винятком того, що замість істинного періоду вибирають тестовий. Ці функціо-
нали мають екстремальні значення в точках, які є асимптотично незміщеними та 
слушними оцінками періоду. Зміщення цих оцінок мають порядок  2O T  ,  
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а дисперсії – порядок  3O T  , де T  – довжина реалізації. Для підвищення ефек-

тивності оцінки базової частоти запропоновано метод найменших квадратів 
(МНК) [15]. Зі збільшенням довжини реалізації МНК-функціонал для визначення 
базової частоти математичного сподівання швидко прямує до 

      
1 2 2

1
1

1ˆ ˆ ˆ
2

L
c s
k k

k
F f m f m f



          
 , (24) 

де 

 
 
 

 
ˆ cos 21

sin 22 1ˆ

c Kk
s n Kk

m f k fnh
nh

k fnhKm f 

            
 . (25) 

Точка максимуму 0̂f  у виразі (24) є асимптотично незміщеною та слушною 
оцінкою базової частоти математичного сподівання [18]. Значення функціоналу у 
точці максимуму 0̂f f  близьке до суми усередненої за часом потужності вибра-
них гармонік: 

        1 2 2
1 0 0 0

1

1ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ
2

L
d c s

t k k
k

F f P m f m f


           
 . (26) 

Величини  0̂ˆ c
km f  та  0̂ˆ s

km f  – асимптотично незміщені та слушні оцінки 

коефіцієнтів Фур’є для математичного сподівання. 
МНК-функціонал для оцінки базової частоти дисперсії за умови великих 

значень K можна записати так: 

      
2 2 2

2
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L
c s
k k
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F f R f R f
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 , (27) 

де 
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R f k fnh
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k fnhKR f 

            



, (28) 

а      nh nh m nh  


 Точка максимуму залежності, визначеної з виразу (27), є 
асимптотично незміщеною та слушною оцінкою базової частоти дисперсії [18]. 

ВИСНОВКИ 
Побудовано гармонічну модель бі-періодично нестаціонарного випадкового 

процесу для опису вібраційних сигналів складних механічних систем. Отримано 
вирази для математичного сподівання та кореляційної функції у вигляді суперпо-
зиції гармонік з комбінаційними частотами. 
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